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Resumen— En este trabajo, se presentan compensadores
para sistemas controlados por algoritmo Twisting o Sub-
optimal con el objetivo de reducir el efecto dechattering y
mejorar el desempẽno de los algoritmos ante perturbaciones.
La compensacíon se realiza agregando compensadores de
retardo de fase, el cual reduce el efecto dechattering e
incrementa la ganancia equivalentekn de los algoritmos
mejorando el rechazo de perturbaciones. Los ḿetodos de FD
y LPRS son utilizados en el disẽno. Se presenta un ejemplo
de disẽno con simulaciones.
Palabras clave:Modos deslizantes, Función Descriptiva, Do-
minio de la frecuencia,.

I. INTRODUCCIÓN
Con el surgimiento de los modos deslizantes

(MD)(Emel’yanov, 1957), el principal problema para
su implementación es la presencia de vibraciones de alta
frecuencia y amplitud f nita, conocidas como chattering.
Por lo tanto, el análisis de chattering es un problema
teórico de interés, pero también es un problema práctico
de especial importancia.
Los Modos Deslizantes de Segundo Orden (MD2O)

(Emel’yanov et al., 1986) surgen como una técnica de
control robusto con el argumento de que, teóricamente, son
libres de chattering. Debido a esta caracterı́stica, los MD2O
son considerados como parte de los enfoques empleados
para atenuar el chattering. Algunos de estos enfoques para
tratar el problema de chatteringson: (1)el uso de funciones
saturación (Burton y Zinober, 1986), (Slotine y Li, 1991) en
lugar de funciones signo con el objetivo de tener un contro-
lador continuo; (2)el enfoque de observación (Bondarev et
al., 1985) que consiste en agregar un observador que estime
los estados del sistema teniendo como salida los estados
estimados libres de chattering; y (3)agregar un compensador
(f ltro pasa-bajas)(Allotta et al., 2005) (Pisano y Usai, 2008)
que atenúe los efectos de las dinámicas de alta frecuencia
o chattering.
Sin embargo, en la década pasada surgen trabajos de

análisis de MD2O en el dominio de la frecuencia que
demuestran la existencia de chatteringen MD2O, (Boiko
et al., 2004), (Boiko y Fridman, 2005), basándose en el
argumento de que cualquier modelo es una aproximación
del sistema real que representa y por lo tanto no considera
las dinámicas parásitas intrı́nsecas de la planta causantes de
chatteringen el sistema. Los análisis mencionados muestran
una forma de obtener los parámetros de chattering, amplitud

y frecuencia, que no solo permitieron saber de su existencia,
sino también abrieron la posibilidad de proponer formas
de atenuarlo y de mejorar el desempeño del controlador,
usando el concepto de ganancia equivalente de un MD2O.
Tomando como base las herramientas de MD2O en el

dominio de la frecuencia se ha propuesto el diseño de com-
pensadores para atenuar el efecto de chatteringy mejorar
el desempeño del controlador en MD de primer orden,
(Boiko, 2007), (Boiko, 2009), incrementando la ganancia
equivalente del controlador.
En este trabajo, se presentan compensadores para sis-

temas controlados por algoritmo Twisting o Sub-optimal
(MD2O) con el objetivo de reducir el efecto de chatteringy
mejorar el desempeño de los algoritmos ante perturbaciones.
La compensación se realiza agregando compensadores de
retardo de fase, los cuales reducen el efecto de chatteringe
incrementan la ganancia equivalente kn de los algoritmos,
mejorando el rechazo de perturbaciones. El método de
LPRS es utilizado en el diseño. Se presenta un ejemplo
de diseño con simulaciones.
La estructura del trabajo es la siguiente. La Sección II

contiene el planteamiento del problema, La Sección III
presenta el análisis con LPRS de los algoritmos Twisting
y Sub-optimal. En la sección IV se presenta el diseño
de compensadores con un ejemplo y con simulaciones,
mostrando una comparación entre resultados teóricos y
resultados de simulación.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
El tipo de sistemas considerados en este trabajo son sis-

temas SISO que pueden representarse mediante su función
de transferencia y se considera que son controlados por
Twistingo Sub-optimal(Fig. 1)

Figura 1. Sistema de control

La función de transferencia W (s) contiene la dinámica
principal y dinámicas parásitas, actuador o sensores. Debido
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a la presencia de dinámicas parásitas el sistema presenta
chattering, (Boiko et al., 2008) y (Boiko et al., 2009),
y el funcionamiento de las dinámicas promedio(estado
permanente) se deteriora generando un rechazo no ideal
de perturbaciones. La meta principal del trabajo es diseñar
compensadores Wc(s) conectados en serie con la planta
W (s), ver Fig. 1, que atenúen chattering y mejoraren el
funcionamiento del sistema con respecto al rechazo no ideal
de pertubaciones.
Los compensadores propuestos son de adelanto de fase

y de retardo de fase con función de transferencia Wcade
(s)

y Wcret
(s), respectivamente, (Boiko, 2007).

Wcret
(s) =

s
κω0

+ 1
s

ω0
+ 1

Wcade
(s) =

s
ω0

+ 1
s

δω0
+ 1

donde κ, δ > 1 y ω0 es la frecuencia caracterı́stica del
compensador. El diseño de los compensadores consiste en
encontrar los valores de κ o δ y ω0 que resulten en el
compensador que atenúe chatteringy mejore el rechazo a
perturbaciones del MD2O.
Las perturbaciones a tratar son perturbaciones constantes

(D), acopladas a la señal de control, ver f gura 2. El análisis
de perturbaciones se realiza con el concepto de ganancia
equivalente, que consiste en reemplazar el MD2O por una
ganancia constante kn que permite obtener un sistema lineal
equivalente que se emplea para analizar el sistema usando
herramientas de sistemas lineales.

Figura 2. Sistema en presencia de perturbación

Los compensadores se diseñaron empleando las her-
ramientas en el dominio de la frecuencia FD y LPRS. En
la siguiente sección se muestra como se aplica FD y LPRS
a los algoritmos Twistingy Sub-optimal.

III. MÉTODOS EN FRECUENCIA PARA MD2O

III-A. Algoritmo Twisting

El algoritmo Twistingde modos deslizantes esta def nido
como

u = c1sign(y) + c2sign(ẏ) (1)

donde las constantes c1 > c2 > 0, son los parámetros del
algoritmo.

III-A.1. Función Descriptiva del Algoritmo Twisting:
El análisis con FD para Twistingse realiza con la ecuación
de balance armónico mostrada a continuación (Boiko et al.,
2004):

1

N(a1)
=

πa1

4

c1 − jc2

(c2
1 + c2

2)
(2)

donde a1 es la amplitud de la salida y y, c1 y c2, son los
parámetros del controlador.
Resolviendo de manera gráf ca la ecuación 2 se obtiene

el valor de a1 y la frecuencia de chatteringΩ en el punto
de intersección entre la traza de Nyquist de la planta y el
inverso negativo de la FD, ver f gura 3.

Figura 3. Análisis de Twisting con FD

Con a1 y Ω, se puede calcular la ganancia equivalente
del algoritmo Twisting, usando la siguiente fórmula:

knTw1 =
2c1

πa1

El modelo del sistema, en el cual el MD2O se reemplaza
por su ganancia equivalente es una especie de linealización
del sistema que puede aplicarse al análisis de la propagación
de perturbaciones en el sistema.

III-A.2. LPRS del Algoritmo Twisting:El método LPRS
para Twisting consiste en graf car la función J(ω) (Boiko,
2005)

J(ω) = Re

[

W (jω)

(1 + jω · N2 · W (jω))

]

+ j

[

L(ω, 0) +
c2

c1
L(ω, θ)

]

(3)
donde N2 = 4c2

πA2

; A2 = 4c1ω|W (jω)|
π

y

L(ω, θ) =

∞
∑

k=1

1

2k + 1
{sen[(2k − 1)2πθ] · ReW [(2k − 1)ω]

+cos[(2k − 1)2πθ] · ImW [(2k − 1)ω]} (4)

donde, ver f gura 4, Ω es la frecuencia que corresponde
a la intersección con el eje real, mientras que la amplitud
se obtiene a partir de la distancia entre el origen y la inter-
sección con el eje real aplicando la siguiente fórmula:a =
c1/πRe(Ω)

Figura 4. Análisis de Twisting con LPRS

La ganancia equivalente knTwLPRS puede ser obtenida
directamente de la intersección del LPRS con el eje real
mediante knTwLPRS = 1/2Re(Ω).
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III-B. Algoritmo Sub-optimal

El algoritmo Sub-optimalesta def nido por la siguiente
expresión

u = −U · sign(y − βyMi) (5)

donde β y U son los parámetros del controlador, yMi es el
parámetro de anticipación, es decir, el último punto singular
de y, por ejemplo, el valor de y en el último instante de
tiempo tMi (i = 1, 2, ...) cuando ẏ(tMi) = 0.
Asuma que el comportamiento en estado estable de un

sistema controlado por Sub-optimales periódico y forma
un ciclo limite que no tiene offset. Entonces, los puntos
singulares yM de la variable y son una secuencia de valores
positivos y negativos con la misma magnitud: yp

M , −yp
M

(donde ”p” se ref ere a periodo). La conmutación del control
ocurre en el instante cuando la salida y(t) es igual a βyp

M

o a −βyp
M . Esto corresponde a un comportamiento de

relevador con histéresis.
III-B.1. Función descriptiva del algoritmo Sub-optimal:

Debido a que el algoritmo Sub-optimalse comporta como
un relevador con histéresis su FD es la de un relevador
con esta caracterı́stica, donde el valor de la histéresis
es desconocido. Asumiendo que durante un periodo de
movimiento los valores extremos de la salida y coinciden,
en magnitud, con la amplitud de la oscilación,por lo tanto,
yM es la amplitud desconocida, se puede obtener el análisis
en FD con la expresión siguiente (Boiko y Fridman, 2006):

−
1

N(ay)
= −

πay

4U

(

√

1 − β2 − jβ
)

(6)

donde ay es la amplitud de la salida y β es el parámetro
del controlador.
Los parámetros ay y Ω se obtienen en el punto de

intersección entre la traza de Nyquistde la plata y 6, ver
Figura 5, y usando para la expresión ay = 4UW (jΩ)/π

Figura 5. Análisis de Sub-Optimal con FD

La ganancia equivalente para Sub-Optimalknsub se ob-
tiene como (Boiko et al., 2009):

k∗

n =
2U

πay

√

1 − β2
knsub = k∗

n (1 + β) (7)

Reemplazando el algoritmo por su ganancia equivalente da
como resultado el modelo de propagación de perturbaciones
a través del sistema.

III-B.2. LPRS del Algoritmo Sub-optimal:A pesar de
que el algoritmo Sub-optimalpuede representarse como
un relevador con histéresis donde el valor de la histéresis
depende de la amplitud de la oscilación y es por lo tanto
desconocido, un método exacto para obtener los parámetros

de la oscilación puede obtenerse aplicando el siguiente
procedimiento.
Considerando la siguiente función φ(ω)

Φ(ω) = −

√

[ay(ω)]2 − y2
( π

ω
, ω

)

+ jy
( π

ω
, ω

)

donde y(π
ω
, ω) es el valor de la salida del sistema en el

instante de tiempo cuando el relevador conmuta desde −c
a c (π/ω es la mitad de un periodoy t = 0 se asume,
sin perdida de generalidad, como el tiempo en el que el
relevador conmuta de −c a c), ay(ω) es la amplitud de la
salida de la planta en el periodo considerado de frecuencia
ω: ay = max

t∈[0,T ]
|y(t, ω)| y y(t, ω) puede ser calculada mediante

series de Fourier

y(t, ω) =
4c

π

∞
∑

k=1

1

k
sin

(

1

2
πk

)

sin [kωt + ϕ(kω)] L(ωk) (8)

donde ϕ(kω) = argW (jkω), L(kω) = |W (jkω)| son
la fase y la magnitud de W (jω) para la frecuencia kω,
respectivamente.
La variable ay(ω) puede ser calculada usando (7) y

y(π
ω
, ω) como la parte imaginaria del LPRS o con la serie

(8).

Figura 6. Análisis de Sub-Optimal con LPRS

Con la función φ(ω) calculada, realizamos el análisis de
un posible movimiento periódico de la misma forma como
en FD, simplemente reemplazando la traza de Nyquist de
W (jω) con la función φ(ω). La interpretación geométrica
de este análisis se muestra en la f gura 6.
Entonces, los parámetros de chatteringpara un sistema

con algoritmo Sub-optimal, se encuentran en la intersección
entre la función φ(ω) y el inverso negativo de la FD de Sub-
optimal, donde la frecuencia correspondiente a la intersec-
ción de la función φ(ω) es la frecuencia de chatteringΩ y la
amplitud de la salida es la correspondiente a la intersección
del inverso negativo de la FD.

IV. DISEÑO DE COMPENSADORES
Considere el siguiente sistema masa-resorte-amortiguador

en un plano inclinado
ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − x2 + ua + D (9)

donde x1 y x2 son la posición y velocidad, respectivamente,
D es una perturbación constante y ua es la entrada de con-
trol desarrollada por un actuador con la siguiente dinámica

Tau̇a + ua = u (10)

con constante de tiempo Ta = 0,01 segundos. La entrada
al actuador u esta dada por el algoritmo Twisting o Sub-
optimal.
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El diseño de los compensadores se presenta para el
sistema conformado por (9) y (10) en la siguiente sección.
Para el caso en que el algoritmo Twisting esta presente en
el sistema el diseño se presenta con detalle, mientras que
para el caso de Sub-optimalal ser igual el procedimiento
se trata de una forma mas rápida.

IV-A. Compensador para un sistema controlado controla-
do por el algoritmo Twisting
En el diseño de los compensadores propuestos en este

trabajo, existen dos parámetros que deben ser calculados, el
primero es la frecuencia caracterı́stica del compensador ω0
y el segundo es el factor de separación κ en retardo de fase
y δ en adelanto de fase. Para calcular ω0 del compensador
de retardo de fase, seleccionamos la frecuencia media del
compensador ωmid =

√

κω2
0 coincidiendo con la frecuencia

media del rango entre ωmax y Ω, ωmid =
√

κω2
0 =√

ωmaxΩ teniendo como resultado

ω0 =

√

ωmaxΩ

κ
ω0 =

√

ωmaxΩ

δ
(11)

donde ωmax representa la frecuencia de corte del sistema
(planta+actuador) y Ω representa la frecuencia de chatter-
ing. La frecuencia caracterı́stica ω0 del compensador de
adelanto de fase se calcula de la misma manera, dando
como resultado la expresión del lado derecho de 11 Los
parámetros de separación en los dos casos se eligen en
función de que porcentaje se quiere reducir la frecuencia
o que porcentaje se quiere aumentar la frecuencia.
Entonces, como primer paso en el diseño se obtiene la

frecuencia de chattering Ω con el método de FD o con
LPRS, y se considera que el sistema tiene como controlador
el algoritmo Twisitng siguiente:

u = −0,8 · sign(y) − 0,6 · sign(ẏ) (12)

el resultado del análisis con FD mostrado en la f gura 7,
resulta en Ω = 78,7.
La frecuencia ωmax = 1,27 es obtenida a partir del

diagrama de Bode del sistema (planta+actuador). Por lo
tanto con la expresión (11) y considerando los valores
siguientes: Ω = 78,7, ωmax = 1,27 y κ = 2 para
disminuir Ω un 20 por ciento, la frecuencia caracterı́stica
del compensador de retardo es ω0 = 7,07. El compensador
correspondiente es:

Wcret
(s) =

0,07073s + 1

0,1415s + 1
(13)

considerando el mismo procedimiento, el compensador de
adelanto de fase proponiendo δ = 2,5, que corresponde a
aumentar Ω un 25 por ciento, es:

Wcade
(s) =

0,1582s + 1

0,06326s + 1
(14)

La f gura 7 muestra los resultados obtenidos, usando
el método de FD. Como lo muestran los resultados, el
compensador de retardo de fase disminuye la frecuencia de
chatteringΩ y la amplitud ay mientras que el compensador
de adelanto de fase incrementa la frecuencia de chatteringΩ
y la amplitud ay , en los dos casos se cumple el porcentaje de
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Figura 7. Análisis de Compensadores para Twisting con FD

aumento y decremento asignado por κ y δ, respectivamente

La f gura 8 muestra el análisis con el método de LPRS.
Como puede apreciarse en las f guras 7 y 8, los valores de
Ω y ay no resultan ser los mismos. Pero tomando en cuenta
que teóricamente el método LPRS es exacto a diferencia de
FD que es aproximado se puede concluir que los resultados
del análisis en el caso de LPRS son más conf ables, esto
podrá verif carse más adelante cuando sean presentados los
resultados de simulación del presente análisis.
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a
y
=1.61e−4

Compensador Retardo de Fase
Ω=61.72 s−1

a =1.39e−4
y

Figura 8. Análisis de Compensadores para Twisting con LPRS

El análisis del efecto que tiene agregar un compensador
en el comportamiento del sistema controlado por Twisting
cuando se presentan perturbaciones constantes D, se hace
empleando el concepto de ganancia equivalente knTw, en-
tonces el diagrama de bloques que representa el lazo de
control analizado es el mostrado en la f gura 2. Calculando
la función de transferencia de la perturbación D a y y
calculando aplicando el teorema del valor f nal se obtiene
el error en estado permanente siguiente

ysstw =
D

knTw1 + 1
(15)

Por lo tanto, asumiendo que D = 0,1 y considerando
(15), las ganancias equivalentes con sus respectivos valores
en estado estable obtenidos en presencia de los compen-
sadores diseñados se muestran en la Tabla I, donde knTwFD

y knTwLPRS representan las ganancias equivalentes calcu-
ladas con los parámetros de las oscilaciones obtenidos con
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FD y LPRS, respectivamente. En el caso de ysstwFD y
ysstwLPRS se considera lo mismo.
De la Tabla I, el efecto producido al agregar un compen-

sador de retardo de fase, comparado con un compensador
de adelanto de fase, mejora el comportamiento del sistema
cuando una perturbación se presenta, además de reducir
el valor de la salida en estado permanente, el análisis
mediante FD y LPRS muestran que la presencia de dicho
compensador en el lazo de control reduce la frecuencia
chatteringy la amplitud de la oscilación en la salida del
sistema.
La f gura 9 muestra los valores de Ω y ay obtenidos en

las simulaciones del sistema masa-resorte-amortiguador con
la presencia de los compensadores diseñados y la f gura 10
muestra los errores en estado permanente en presencia de
D.
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Figura 9. Simulación de Compensadores para Twisting
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yss≈4.75 −5

Figura 10. Simulación del valor en estado estable para Twisting

Como comparación entre los métodos empleados, se
presenta la Tabla II donde se observa que el método
LPRS tiene una mejor aproximación a los valores obtenidos
en las simulaciones, con esto se puede conf rmar, como
se menciono antes, que éste método entrega valores mas
conf ables de los parámetros de oscilación.

IV-B. Compensator for Sub-Optimal

El compensador para el sistema controlado por Sub-
optimal se diseña considerando el siguiente controlador:

u = −0,1 · sign(y − 0,5yMi) (16)
Por lo tanto con ωmax = 1,27, Ω = 59 obtenida a

partir del análisis en FD, κ = 1,5 para decrecer 15 por

ciento la frecuencia y δ = 2 para aumentar 20 por ciento
la frecuencia, los compensadores de retardo y adelanto de
fase son:

Wcret
(s) =

0,09315s + 1

0,1397s + 1
(17)

Wcade
(s) =

0,1613s + 1

0,08067s + 1
(18)

La f gura 11 muestra el efecto de cada compensador
usando FD. Como puede verse el compensador de retardo
de fase disminuye la frecuencia de chatteringy la amplitud
de las oscilaciones en la salida de la planta, mientras que
el compensador de adelanto aumenta el valor de amplitud
y frecuencia.
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Figura 11. Análisis de Compensadores para Sub-optimal con FD

En la Figura 12 se muestran los parámetros de las
oscilaciones usando LPRS. Los resultados obtenidos con
FD y LPRS son aproximados, resaltando otra vez que los
valores obtenidos usando LPRS son mas conf ables por la
exactitud teórica del método.
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Figura 12. Análisis de Compensadores para Sub-optimal con LPRS

El análisis del sistema en presencia de perturbaciones
es igual que con Twisting, dando como resultado que la
expresión para calcular el valor en estado estable de la salida
para Sub-optimalysssub sea la misma que en el caso de
ysstw.
Por lo tanto, con los parámetros de oscilaciones obtenidos

en el análisis de FD y LPRS se calculan las ganancias
equivalentes knsubFD (7) y knsubLPRS respectivas a los
compensadores diseñados y asumiendo que la perturbación
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D = 0,08, los valores en estado estable en presencia de los
compensadores son los mostrados en la Tabla I

TABLA I
GANANCIAS EQUIVALENTES Y VALORES EN ESTADO ESTABLE,

Sub-optimal (Arriba), Twisting(abajo)

Sin Compensador Compensador de Retardo Compensador de Adelanto
knsubF D 3661.2 3866 2797.3
knsubLPRS 3311.3 3413.8 2576.3
ysssubF D 2.18e−5 2.07e−5 2.86e−5

ysssubLPRS 2.42e−5 2.34e−5 3.1e−5

knTwF D 3948 4353 2559.3
knTwLPRS 3163.3 3664 2037.2
ysstwF D 2.53e−5 2.3e−5 3.91e−5

ysstwLPRS 3.16e−5 2.73e−5 4.91e−5

Considerando la Tabla I el compensador de retardo de
fase disminuye el error en estado estable del sistema en
presencia de perturbaciones, esto se debe a que agregando el
compensador se aumenta el valor de la ganancia equivalente
knsub, lo anterior se concluye al comparar el compensador
de retardo de fase con el de adelanto de fase cuya aportación
al sistema es contraria a la del compensador de retardo de
fase.
Las f guras 9 y 14, muestran las simulaciones de los

parámetros de las oscilaciones y de valores en estado
permanente, respectivamente.
En la Tabla II, se comparan los valores obtenidos por los

dos método empleados con los valores de las simulaciones.
En este caso la comparación muestra, una vez más, la
conf abilidad de los valores obtenidos con el método LPRS,
debido a que dichos valores son más aproximados a los
valores obtenidos de las simulaciones.
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Figura 13. Simulación de Compensadores para Sub-optimal
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Figura 14. Simulación del valor en estado estable para Sub-optimal

TABLA II
ANÁLISIS DE COMPENSADORES

FD LPRS Simulación
a Ω yss a Ω yss a Ω yss

Sin 3.01e−5 59 2.18e−5 3.33e−5 58.06 2.42e−5 3.59e−5 55.36 2.46e−5
Retardo 2.85e−5 49.4 2.07e−5 3.23e−5 49.34 2.34e−5 3.62e−5 46.19 2.25e−5

Adelanto 3.94e−5 70.5 2.86e−5 4.28e−5 70.05 3.1e−5 4.51e−5 67.56 3.31e−5

Sin 1.29e−4 78.7 2.53e−5 1.61e−4 77.18 3.16e−5 1.62e−4 77.57 3.02e−5

Retardo 1.17e−4 61.5 2.3e−5 1.39e−4 61.72 2.73e−5 1.4e−4 62.09 2.52e−5

Adelanto 1.99e−4 95.8 3.91e−5 2.5e−4 94.39 4.91e−5 2.51e−4 93.78 4.75e−5

V. CONCLUSIONES
El diseño de compensadores para los algoritmos Twisting

y Sub-Optimal muestra que el funcionamiento del sistema
controlado por un modo deslizante de segundo orden puede
ser mejorado, Esto se hace aumentando la ganancia equiv-
alente de los algoritmos, lo cual se realiza cambiado la
respuesta en frecuencia del sistema. El ejemplo de diseño y
las simulaciones muestran una buena aproximación entre los
resultados teóricos de funcionamiento y el comportamiento
del sistema vı́a simulaciones.
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